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[キーワード]　連続体　　微小変形理論
1.1 連続体の概念

　われわれの周囲に存在する物質は、これを巨視的な立場から見るとき、ある温度や圧力のもとでは、固体として存在するか、流体であるかのいずれかである。

　しかし、これらの物質を微視的に見るとその構成は非常に不連続であり、それらの挙動が明らかにされていないのが現状である。

　では、不連続性を持つ物質を巨視的な立場から取り扱うにはどのようにするべきであるか。

例）ある物体の中に、体積
[image: image1.wmf]V

D

を持つ十分大きな領域を取り、その質量を
[image: image2.wmf]m

D

とする。このとき、物質の平均密度は
[image: image3.wmf]V
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/
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で表される。次に、この体積
[image: image5.wmf]V
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を小さくしていくと、鋼の場合では、性質の異なる結晶粒や相につきあたり、さらに小さくしていくと原子やその間隙に落ちてしまうのである。
　
図1.1にその模式図を示す。領域の取り方が大きい場合は
[image: image6.wmf]V
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/
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の値は滑らかな曲線となるが、領域の取り方が小さいと
[image: image8.wmf]V
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の値は著しく不安定になる。

　従って、巨視的な立場からこの物体の密度を必要とするときには、その密度
[image: image10.wmf]r

を
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のように、不安定にならないような領域
[image: image12.wmf]c
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にまで
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を小さく取ったときの値を用いざるを得ないことになる。

　このように、
[image: image14.wmf]V

D

は取り扱おうとする目的に応じて必要なだけ小さく考え、その範囲までは連続であるとみなすのである。このように考える仮想的な物体を連続体という。

1.2 連続体力学の体系

　すでに学んだように、狭義の材料力学や構造力学は、棒の引っ張りやねじり、梁の曲げなど、本来3次元的な広がりを持つ弾性体を主として1次元的に取り扱うものだった。しかし、弾性力学でははじめから3次元の考察から出発するのが普通とされている。また、今後は弾性力学の範疇において、物体の変形はきわめて小さいという微小変形理論のみを取り扱うこととする。
例）鋼の引張試験

図1.3に鋼の引張試験における応力-ひずみ曲線を示す。

縦弾性係数　
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このとき、弾性範囲内でのひずみは
[image: image17.wmf]/0.12[%]
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と極めて小さな値といえる。従って。微小変形理論が十分有効であると考えられる。

（しかし、ゴムのような一部の高分子材料では、弾性領域が非常に大きいため、微小変形理論を適用するべきでない）


[キーワード]　添字　指標　総和規約　疑標　自由標　クロネッカーデルタ　交代記号
基本ベクトル　方向余弦　スカラー　ベクトル　テンソル　商法則　縮約

2.1 総和規約

直角座標系
[image: image18.wmf],,

xyz

をここでは
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と表すこととする。これはすなわち、
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と表すことである。このときの
[image: image21.wmf]i

を添字または指標という。
いま、直角座標系
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xyz

において微小要素の長さ
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は、その
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方向の成分をそれぞれ
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と表される。これはまた、　
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と表せる。このように、1つの項に同じ添字が2度以上表されるときは、総和記号を省略して
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と表記することとする。これを総和規約といい、このような和をとる指標を疑標という。それに対して
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のいずれかを表す
[image: image30.wmf]i
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における指標を自由標という。また、疑標は必要に応じて適当な文字に帰ることができ、例えば式(2.2)は
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のように表記することもできる。

今後テンソルを学ぶ上で、クロネッカーデルタや交代記号がしばしば用いられる。
クロネッカーデルタδは
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で表されるもので、これを用いると式(2.3)は
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と表される。

　一方、交代記号は
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なるもので、これを用いると、
[image: image35.wmf]ij

a

を要素とする行列式は
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と表すことができる。

　また、これらの記号については次のような関係が成り立つ。
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演習問題[2.1]
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2.2 座標変換
　図2.1のように、2つの右手系の直角座標系
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を考え、それぞれの基本ベクトルを
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とする。

　1つの座標系の基本ベクトルは直交するので、
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が成り立つ。

　これらの座標系の位置ベクトル
[image: image43.wmf]x

は、それぞれの成分
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と表せる。式(2.12)の両辺について、
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とのスカラー積をとると
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となり、ここで
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とおくと、式(2.11)より次の関係が得られる。
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また、同様にして次のことも明らかである。
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このことから、
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と表すことができる。さらに、一般のベクトル
[image: image53.wmf]v

を
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のように表すとき、その成分
[image: image55.wmf]'

ii

vv

と

についても


[image: image56.wmf]''

,

ijijjijj

vQvvQv

==

　

　　　　　　　　　　　　　 MACROBUTTON MTPlaceRef \* MERGEFORMAT (2.18)

のような変換ができる。このような
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を方向余弦という。
式(2.16)のように方向余弦が表せることから、2つの座標系を与えることで
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の値は容易に書き表すことができる。

[Ⅰ]
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だけ回転した直角座標系

図2.2に示すように、
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の関係は
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であるから、式(2.16)より次のようになる。
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[Ⅱ]円柱座標系

　図2.3のように、点
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すなわち
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である。従って、式(2.16)より
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であるので、結果として以下のようになる。
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2.3　スカラー、ベクトルおよびテンソル

[Ⅰ]　スカラー　(0階のテンソル）

　座標系
[image: image71.wmf]i
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についてただ1つの成分
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を持ち、また別の座標系
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のようにその値が変わらないときの
[image: image76.wmf]f

をスカラーという。

[Ⅱ]　ベクトル　(1階のテンソル)

　座標系
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について3つの成分
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、別の座標系
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のように変化するとき、
[image: image82.wmf]i
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のことをベクトルという。
[Ⅲ]　テンソル

　座標系
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について9個の成分
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のように変換されるとき、
[image: image88.wmf]ij

T

のことを2階のテンソルという。

　一般には
[image: image89.wmf]n

階のテンソルは次のように定義することができる。
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2.4 商法則と縮約

　テンソルの重要な特性として、商法則と縮約が挙げられる。

· 商法則
未知の量にテンソルを乗じた結果がテンソルであることがわかっているとき、未知の量がテンソルであることがわかる。これを商法則と呼ぶ。これによって、未知の量が容易にテンソルであると知ることができる。
· 縮約

　
[image: image91.wmf]n

階のテンソルの任意の指標の2つを等しくおいて和をとる操作を縮約といい、
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階のテンソルを得ることができる。
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なる変換法則に従うが、ここで指標
[image: image96.wmf]qp

を

に等しくおいて和をとると、
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となる。ここで、式(2.17)より明らかなように
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であるので、結果として
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となり、
[image: image100.wmf](2)

n

-

階のテンソルが得られることとなる。
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