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第4回　弾性力学ゼミ　2008/05/27
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山田研究室　修士1年　柳田将之

今回のゼミの内容

　
1）弾性と弾塑性材料
2）線形性と非線形性
3）異方性の構成則（弾性定数21個）
4）直交異方性の構成則（弾性定数9個）
5）等方性の構成則（弾性定数2個）

5．弾性体の構成式
5.1．弾性材料と線形弾性理論

　構成式とは，材料の特性を数学的に表す式である．
1）熱力学的構成式

ある点xlのある時刻tにおける応力ijがその点の位置における歪ijと温度T(t)とその履歴によって決まる構成則．
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（5.1a）

2）力学的構成式

温度を考慮せず一定温度下において力学特性を表す構成式．
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（5.1b）
　弾性力学ゼミでは，力学的構成式のみを取り扱う．
　力学的構成式で，応力が場所によらない材料を均質弾性材料といい，次式で表せる．
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（5.1c）

5.1.1．弾性材料と弾塑性材料，線形弾性理論

　弾性材料とは，ある物質に力を加え変形させた後，物質から力を取り除くと完全に物質が元の形状に戻る材料をいう．一般に降伏点以下で且つ変形が十分小さいとき，応力－歪関係（図5.1）は線形とみなせる．この場合，物体を線形弾性であると定義し，このような考え方を線形弾性理論という．またそのような物体を線形弾性体※1という．
弾塑性材料とは，ある物質に力を加えて変形させた後，弾性と塑性の両方の性質を有する材料である．バネを弾性限界までの応力レベルで引張れば，弾性の性質を有するので完全に元の形状に戻る．しかし，弾性限界より大きい応力レベルで引張れば，物体は塑性化し残留歪を生じるので元の形状に戻らない．図5.2に示されるように同じ歪に対応する応力は1と2の2つが対応し，応力が履歴にも依存する．
[image: image134.wmf]s

※1　線形弾性体の定義は，付録1を参照．


[image: image4]
5.1.2．幾何学的線形性・非線形性と材料的非線形性
　幾何学的線形性とは，「微小変形理論が成立するとして，歪－変位関係式の非線形項を無視できる場合」に幾何学的線形性を持つといい，次式で表される．
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（5.2a）
　幾何学的非線形性とは，「歪－変位関係式において，変形が大きく非線形項が無視できない場合」に幾何学的非線形性を持つといい，次式で表される．大たわみ問題のときに考慮する必要がある．
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    （5.2b）
　材料的非線形性とは，「応力－歪関係が非線形性を持っていても，応力と歪が1対1の関係にある場合」に材料的非線形性という.幾何学的非線形性と材料学非線形の両者を考慮した場合の弾性理論を非線形弾性理論という．ゴムといった高分子材料は，材料的非線形性を持つ弾性材料である．
粘弾性材料2),3)とは，時間依存性の力学特性を持ち，小さい力でもゆっくり時間をかけて引張れば，ゆっくり伸び続ける性質を持つ．クリープ現象がこれに相当する．（筋肉も粘弾性らしいよ）
5.1.3．弾性定数とテンソル歪・工学歪
　線形弾性理論が成立するとき，応力も歪も2階のテンソルであるから，弾性定数は商法則から4階のテンソルとして表せる．よって応力－歪関係は次式で与えられる．ただし，Eijklは弾性定数である．
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（5.3）
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（5.4）

　応力と歪のテンソル表記と工学表記の関係は次式で表された．
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（5.5）
　式（5.5）はテンソルのせん断歪が工学せん断歪の半分であることを意味するので，式（5.5）を，式（5.4）に代入したときに，弾性定数のせん断成分については，2倍とする必要がある．よって次式を得る．
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（5.6）
　式（5.4）と式（5.6）の弾性定数を対比すれば，「工学表記の軸方向弾性定数は，テンソル表記の軸方向弾性定数と等しく，工学表記のせん断弾性定数は，テンソル表記のせん断弾性定数の2倍に等しい」ことがわかる． 
5.2．弾性材料の熱力学
省略
5.3．等方弾性体の構成式（フックの法則）
5.3.1．異方性弾性体の構成式

　式（5.4）における弾性定数Eijklは，すべて独立で81個あることがわかる．応力，及び歪には対称性があることが第3章，第4章で示されている．
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（5.7）
　式（5.3）に式（5.7）を用いれば，次式の関係が得られる．
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（5.8）
　式（5.8）から，式（5.4）は次式のように書き換えられ，弾性定数は36個が独立となる．

[image: image13]
　歪エネルギ密度関数Uは，
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（5.10a）
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（5.10b）
　すなわち，ふつうに書き下せば81の項あることがわかる．第6章で示されるように，歪エネルギと応力は，次式のような関係がある．
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（5.11a）
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（5.11b）
　式（5.11）に，式（5.10）を代入し計算する．
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（5.12a）※2
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（5.12b）
　式（5.12）から，次式が導かれる．
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（5.13）
　よって，式（5.12）を書き換えることで，式（5.14）のように弾性定数は21個が独立となる． 
[image: image136.wmf]s

※2　式（5.12a）の導出については，付録2を参照されたい．
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（5.14）
式（5.14）は，異方性の応力－歪関係式である．ここに，異方性4)とは，「物質の物理的性質（弾性定数）が，方向によって異なること」である． 
5.3.2．直交異方性弾性体の構成則
　直交異方性とは，「3方向の座標面に対して，性質が対称な性質」である．言い換えれば，ここでは座標変換（
[image: image22.wmf]qp

=

）した際も，弾性定数が不変であることを意味する．各軸周りだけ回転させたときの弾性定数E’ijklを変換前座標系の弾性定数Eijklを用いて表す．
5.3.2.1．x3軸回りに
[image: image23.wmf]p

回転
[image: image138.wmf]e

　x3軸回りのときの方向余弦[Qij]は，
[image: image139.wmf]A
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　弾性定数は4階のテンソルなので，座標変換式は次式で与えられる．



[image: image25.wmf]ls

kr

jq

ip

pqrs

ijkl

Q

Q

Q

Q

E

E

=

´








（5.16）
　式（5.15）において，方向余弦Qijが対角成分のみ0でない値であることから，
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のときのみ，何かしらの値を持つ．よって，式（5.17）のように書ける．式（5.17）を展開するときijklは，全て指標であることに注意されたい．
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（5.17）
　式（5.17）を式（5.14）の弾性定数について書き下せば，
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（5.18）
　よって，式（5.14）は次式のように書き換えられる．
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（5.19）
　直交異方性の定義から，式（5.20）は次式となる．
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（5.20）
5.3.2.2．x1軸回りに
[image: image31.wmf]p

回転[image: image142.wmf]e


　x1軸回りのときの方向余弦[Qij]は，
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　座標変換式は，式（5.16）と同様で，方向余弦も対角成分しか持たないことから，式（5.17）として展開できる．式（5.20）の弾性定数について考える．
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（5.17）再記
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（5.22）

　　よって，式（5.20）は次式のように書き換えられる．
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（5.23）
　直交異方性の定義から，次式のようになる．
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（5.24）
5.3.2.3．x2軸回りに
[image: image37.wmf]p

回転
　x2軸回りのときの方向余弦[Qij]は，[image: image146.wmf]2233
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　座標変換式は，式（5.16）と同様で，方向余弦も対角成分しか持たないことから，式（5.17）として展開できる．式（5.24）の弾性定数について考える．しかし，これ以上，直交異方性の定義に反する項は無いので，計算は省略する．

　式（5.24）が，直交異方性の応力－歪関係式である．直交異方性の構成則では弾性定数は9個が独立であることがわかる．
5.3.3．等方性弾性体の構成則

　等方性とは，「物質の物理的性質が，方向によって変わらない」という性質である．任意の座標変換に対して弾性定数は変化しないことを意味している．
　2階のテンソルの座標変換は，次式で表された．
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（5.26a）
　クロネッカーデルタは2階のテンソルであることは明らかである．すなわち，式（5.26a）を考えた場合，次式が成り立つはずである．
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（5.26b）

　式（5.26）は，座標変換によってその値は不変であることを意味し，座標変換によって値が変わらないテンソルを等方テンソルという．4階のテンソルEijklが等方テンソルならば，
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（5.27）
　あらかじめ，式（5.24）を考慮して，式（5.27）を書き下せば，
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（5.28）
5.3.3.1．x3軸周りに
[image: image43.wmf]q

回転

　方向余弦は，式（5.15）に示されているものを用いる．
1）
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（5.29a）
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（5.29b）
　式（5.29a）－式（5.29b）から，
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（5.29c）
　任意の
[image: image49.wmf]q

に対して，式が成り立つためには，
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（5.30）
　式（5.29a）に，式（5.30）を代入し次式を得る．
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（5.29d）
　任意の
[image: image52.wmf]q

に対して，式が成り立つためには，
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（5.29f）
　式（5.29e）－式（5.29f）から，
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（5.29g）
　任意の
[image: image59.wmf]q

に対して，式が成り立つためには，
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（5.29i）
　式（5.29i）－式（5.29j）から，
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（5.29j）
　任意の
[image: image66.wmf]q

に対して，式が成り立つためには，
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（5.33）
　ここで，x3軸回りの
[image: image68.wmf]q

回転によって得られた式をまとめれば，次式となる．
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（5.34）
5.3.3.2．x1軸周りに
[image: image70.wmf]q

回転

　方向余弦は，式（5.21）に示されている．x3軸回りと同様に考える．
1）
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（5.35a）
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（5.35b）

　式（5.35a）－式（5.35b）から，
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（5.36）
　式（5.35a）に，式（5.36）を代入し次式を得る．
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（5.35d）

　式（5.35c）－式（5.35d）から，
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（5.35e）
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（5.35f）

　式（5.35e）－式（5.35f）から，


[image: image86.wmf]12123131

EE

=









（5.39）
　ここで，x1軸回りの
[image: image87.wmf]q

回転によって得られた式をまとめれば，次式となる．
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（5.40）

　式（5.40）と式（5.34）を組み合わせれば，
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（5.41）
5.3.3.3．x2軸周りに
[image: image90.wmf]q

回転

　方向余弦は，式（5.25）で示されているが，式（5.41）以上の結果は出ないので計算は省略する．
5.3.3.4．等方性弾性体の構成則（フックの法則）
　式（5.41）において，弾性定数を次のように定義する．
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（5.42）
　式（5.24）に代入すれば，
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（5.43a）
　式（5.43a）が，等方性弾性体の構成則である．
[image: image93.wmf]l

と
[image: image94.wmf]m

をラーメの定数といい．等方性の場合，弾性定数は2個で表現できることがわかる．式（5.43a）をテンソル表記すると，次式のようになる．
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（5.43b）
　式（5.43b）は，フックの法則と呼ばれる．
　例として，次式を示す．
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（5.44）
　式（5.43b）を歪テンソルijについて解けば，
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（5.45a）

　式（5.43b）で
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として解けば，
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（5.45b）
　式（5.45a）に代入して次式を得る．
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（5.46）
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5.3.3.5．工学上弾性定数を用いた等方性弾性体の構成則
　ヤング係数E，ポアソン比，せん断弾性係数Gといった材料定数を用いて構成則を表す．また，ラーメ定数とそれらの関係を導く．式（5.24）において，歪の行列を{}，応力の行列を{}，また弾性定数の行列[E]とすれば，構成則は次式として表せる．
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（5.48）
　ただし，
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（5.49）
　式（5.48）を歪について解けば，
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（5.50）
　ただし，
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（5.51）
　式（5.51）をコンプライアンス行列と呼び，それぞれをコンプライアンス定数と呼ぶことにする．具体的にコンプライアンス行列を，実験と対応させることで求める．
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1）x1軸方向引張試験
　x1軸方向引張試験では，応力はx1軸方向応力だけであるので，
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（5.52a）
　等方性を考えていることから，引張った際にx2，x3軸方向のポアソン効果は等しいので，軸方向弾性定数をE，ポアソン比をとすれば，
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（5.52b）
　式（5.71）～式（5.74）から，
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（5.53）
2）x2軸方向引張試験
　x1軸方向と同様に考える．応力はx2軸方向応力だけである．結果のみ示す．
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（5.54）
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（5.55）
3）x3軸方向引張試験

　x1軸方向と同様に考える．応力はx3軸方向応力だけである．結果のみ示す．
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（5.56）
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（5.57）

4）純せん断試験（x1x2平面）

　応力はせん断応力のみの式（5.58）で示される．せん断弾性係数をGとすれば，
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（5.58a）
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（5.58b）
　　式（5.50），式（5.51）から，
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（5.59）
5）純せん断試験（x2x3平面）

　結果のみ示す．


[image: image116.wmf](

)

23

23232332232323232323

1

2

24

CCC

GG

s

ssse

+===®=




（5.60）
6）純せん断試験（x3x1平面）

　結果のみ示す．
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（5.61）
　式（5.50）に，求められたコンプライアンス定数を代入し，次式を得る．
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式（5.62）を応力ベクトルについて解いた式を付録3に示す．
　式（5.62）を展開すると，
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（5.63）
　式（5.47）と式（5.63）を比較することで，次式を得る．ラーメ定数を用いて，弾性定数，ポアソン比，せん断弾性係数を表せた．
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（5.64）

[image: image120.wmf]次に弾性定数とせん断弾性定数の関係をポアソン比を用いて表す（導く）．式（5.64）から
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（5.65）

　また，式（5.46）をポアソン比
[image: image124.wmf]n

と弾性定数Eを用いて表す．
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（5.66a）
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（5.66b）
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（5.66c）
　式（5.66）から
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（5.46）再記
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（5.67）
　証明は，省略するが円柱座標系や球座標系についても，式（5.67）は成立する．
付録1．線形弾性体について
　以下の3つの条件を満たす物体を線形弾性体という1)．

1）物体は連続であり，外力が作用してもなお連続である．

2）フックの法則が成立する．

3）物体はただ1つの応力のない状態があり，外力がすべて取り除かれた時，物体は常にその状態に戻る．

付録2．式（5.15）の証明
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（1）
［証］

　3次元問題ではなく，2次元問題に縮退し，
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故に証明された．
付録3．等方性の構成則

[image: image154.wmf]s


補足
・エネルギー弾性とエントロピー弾性5)
　ゴムは，本来規則構造を持たない分子の配列が，外部からの力により規則性になり、これが元の不規則な配列に戻ろうとするときの力によるもので，熱力学的には応力によるエントロピーの低下（ギブス自由エネルギーの増加）が元に戻ろうとする力による弾性である．これをエントロピー弾性と呼び，温度を一定にして体積を変化させたときのエントロピー変化により生じる弾性力である．具体的には高分子などの物体（つまりゴム）に応力を加えて引き伸ばした際にエントロピーが低下し，エントロピー増大則によってミクロブラウン運動が起こり，元の形状に戻ろうとする力が生じている（らしい）． 代表的なものとしてゴム状態の固体が持つゴム弾性がある。また形状記憶合金の性質にもエントロピー弾性が働いていると考えられている．分子間や原子間のポテンシャルエネルギーであるところの，内部エネルギー変化の影響が大きいのがエネルギー弾性で，エントロピー変化の影響が大きいのがエントロピー弾性らしい．

（熱問題って非線形問題なんですか？）

・コンプライアンス
　外力が加えられたときの物質の弾力性やたわみ強度．
参考文献
1）固体の力学/理論　Y.Cファン著　昭和45年　培風館
2）http://www.tseikei.com/visco.htm　（整形外科と粘弾性）
3）有限要素法の基礎と応用シリーズ6　塑性・粘弾性　山田嘉昭著　1990年　培風館
4）http://dic.yahoo.co.jp/dsearch?p=%b0%db%ca%fd%c0%ad&dtype=0&stype=1&dname=0na　（yahoo辞書）
5）http://ja.wikipedia.org/wiki/%E3%82%A8%E3%83%B3%E3%83%88%E3%83%AD%E3%83%94%E3%83%B
C%E5%BC%BE%E6%80%A7（Wikipedia：エントロピー弾性）
6）http://dic.yahoo.co.jp/dsearch?enc=UTF-8&stype=1&dtype=2&p=%E3%82%B3%E3%83%B3%E3%83%97%
E3%83%A9%E3%82%A4%E3%82%A2%E3%83%B3%E3%82%B9（コンプライアンス：Yahoo辞書）
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図5.2　弾塑性材料の応力－歪関係
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図5.1　線形弾性材料の応力－歪関係
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（5.9）
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図5.4　x3軸回り
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図5.3　材料的非線形弾性材料の応力－歪関係
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変形が十分小さい
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図5.5　x1軸回り
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図5.5　x2軸回り
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（5.21）





（5.25）





（5.47）
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図5.6．x1軸方向引張（2次元）
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（5.62）
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