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6.7 カスティリアノの定理

6.8 相反定理

6.9 解の唯一性　―キルヒホフの定理―

6.7 カスティリアノの定理

　これまでに述べた4種類のエネルギ原理では、力学的境界条件（
[image: image1.wmf]S
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における条件）および幾何学的条件（
[image: image2.wmf]u
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における条件）を変えずに、領域
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内の変位または応力を変化させた場合を考えた。

変位を
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に変化
応力を
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に変化

　ここでは、これに対して、つりあい状態にあるときに規定されるひずみエネルギや補足ひずみエネルギが、境界条件の変化に対してどのように変わるかを考える。
　まず、
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上の表面力で与えられる力学的境界条件を固定して
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上の変位を変化させる。すなわち、
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に変えた場合を考える。このとき物体のひずみエネルギの変化
[image: image13.wmf]dU

は次のようになる。
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　式(6.55.1)に式(6.13)、ひずみ変位関係式(4.14)を用いると、
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　また、応力の対称性を考慮すると、
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　式(6.55.3)の第1項にGaussの発散定理
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、第2項に応力の平衡方程式(3.7)を用いると、
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　Cauchyの関係式(3.17)より、
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　ここで、
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はそれぞれ
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および
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上で与えられた表面力および変位の変化であり、
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は
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によってひきおこされる領域
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内および
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上の増分変位である。式(6.55)は一般化したカスティリアノの第1定理といい、全ひずみエネルギの増分
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が、物体力
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および表面力
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、
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のなす仕事の増分に等しいことを表している。また、この定理は
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上の表面力
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を求めるのに有効である。
　いま、
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上の表面力
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および領域
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内の物体力
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が0であって、
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個の未知の集中力
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の作用点における集中力の方向の変位
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がわかっているとき、未知の集中力を求めることを考える。この場合、式(6.55)は
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となるが、ひずみエネルギ
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は変位
[image: image43.wmf](

)

1,2,,

I

i

uIN

=×××

の関数であることを考えると次式のように表せる。
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　したがって、式(6.56)と(6.57)を比較して
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が得られる。式(6.58)をカスティリアノの第1定理といい、変位
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がわかっているときに、集中力
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を求めるのに用いられる。
　つぎに、カスティリアノの第1定理を最小ポテンシャルエネルギの原理を用いて、導いてみる。
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個の独立な力
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のもとでつりあっている物体では、最小ポテンシャルエネルギの原理から次式が成り立っている。
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　ここで、
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はポテンシャルエネルギ、
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はひずみエネルギである。
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は外力によるポテンシャルエネルギであり、
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で表される。
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　ひずみエネルギ
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が
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個の変位
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で表されるとすると、式(a)は、
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式(d)に従って、変分をとると次式になる。
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整理して並び変えると、
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となる。ここで、変分
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は任意であるので、括弧内の項は0にならなければならない。したがって、
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一般的には、
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これは、式(6.58)と対応している。
　つぎに、つりあい状態から
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境界条件を変えないで、表面力を
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に変化させたときの補足ひずみエネルギの変化を考える。まず、物体の補足ひずみエネルギが
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から
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へ変化したとする。このとき、物体の補足ひずみエネルギの増分
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を物体力の増分
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および表面力の増分
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で表すと次式となる。
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　式(6.59.1)に式(6.15)、ひずみ変位関係式(4.14)を用いると、
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　また、応力の対称性を考慮すると、
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　式(6.59.3)の第1項にGaussの発散定理
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、第2項に応力の平衡方程式(3.7)を用いると、
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　Cauchyの関係式(3.17)より、
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　式(6.55)は一般化したカスティリアノの第2定理といい、補足ひずみエネルギの増分
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が、変位
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のなす仕事の増分に等しいことを表している。また、この定理は
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を求めるのに有効である。

　さて、
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上では物体は固定され
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は0であって、
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上の力がすべて集中力
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で与えられる物体に式(6.59)を適用してみる。集中力の作用点の変位を
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となるが、補足ひずみエネルギ
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は表面力
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の関数であることを考えると次式のように表せる。
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　したがって、式(6.60)と(6.61)を比較して
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が得られる。式(6.62)をカスティリアノの第2定理といい、集中荷重
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の作用点の変位
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を求めるのに用いられる。
　ところで、微小変形の弾性体の場合、式(6.22)でも示したように、ひずみエネルギ
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と補足ひずみエネルギ
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は等しいので、式(6.62)はつぎのように書くこともできる。
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　式(6.63)が、材料力学で学ぶカスティリアノの定理である。

　カスティリアノの第1定理のときと同様に、カスティリアノの第2定理を最小補足エネルギの原理を用いて、導いてみる。
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のもとでつりあい状態にある物体では、最小補足エネルギの原理から次式が成り立っている。
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　ここで、
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はポテンシャルエネルギ、
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は補足ひずみエネルギ、
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は外力による補足ポテンシャルエネルギである。

外力による補足ポテンシャルエネルギ
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　補足ひずみエネルギ
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が
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の関数で表されるとすると、式(i)は、
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式(k)に従って、変分をとると次式になる。
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整理して並び変えると、
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となる。ここで、変分
[image: image117.wmf]i
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は任意であるので、括弧内の項は0にならなければならない。したがって、
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一般的には、
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これは、式(6.62)と対応している。また、もし物体が線形弾性体であれば、ひずみエネルギ
[image: image120.wmf]U

と補足ひずみエネルギ
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は等しく、式(o)は次式となる。
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6.8 相反定理
ある物体に対して、つぎのような二つの状態を考える。第1組では、物体力
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が与えられてつりあい状態にある弾性体に生じる応力を
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とする。第2組では、物体力
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ここで、第1組の表面力
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となり、逆に、第2組の表面力
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となる。
ところで、式(6.65)にCauchyの関係式(3.17)、Gaussの発散定理
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また、応力の対称性およびひずみ変位関係式(4.14)より、
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応力の平衡平均方程式(3.7)より、上式の第1項は0となり、第2項は線形弾性体の構成式(5.4)を適用し、
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弾性定数の対称性式(5.41)から、

[image: image149.wmf]'''

klijklij

V

klkijl

V

WEdv

dv

ee

se

¢¢¢

=

¢¢¢

=

ò

ò


式(6.66.4)から同様の手順を逆にたどっていくと結局式(6.66)が得られる。
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　このように、式(6.66)は第1組の外力が第2組の変位に対してなす仕事
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は、第2組の外力が第1組の変位に対してなす仕事
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に等しいことを表しており、これをBettiの相反定理という。

　つぎに、Bettiの定理の特別な場合として、第1組および第2組ともに単位の大きさの1個の外力
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、
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を受けつりあっていると仮定する。すると、式(6.66)より次式が得られる。
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 これを、Maxwellの相反定理といい、単位の大きさの力
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は、単位の大きさの力
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は等しくなることを示している。
6.9 解の唯一性　―キルヒホフの定理―
　これまで、微小変形の線形弾性理論における解の唯一性の結果を、具体的な証明なしに用いてきた。ここでは、その証明を行う。
　いま、弾性定数
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の線形弾性体に境界条件(r)および物体力
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を与えたときの解が2組存在すると仮定する。このときの変位をそれぞれ
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および
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となるとすると、式(s)のようにひずみおよび応力も2組存在する。
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　このとき、2組の解
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および
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は応力の平衡方程式(3.7)および境界条件式(6.23)を満足する。
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　ここで、2組の解の差(6.67)を考える。
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すると、式(t)の平衡方程式および境界条件から式(6.68’)、(6.69’)が得られる。


[image: image173.wmf],

0

0on

0on

ijj

iu

jij

uS

nS

s

s

s

=

=

ü

ï

ý

=

ï

þ


　これは、
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が弾性定数
[image: image175.wmf]ijkl
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の線形弾性体に境界条件(6.69’)および物体力0が作用したときの解であることを示している。つぎに、このときのひずみエネルギ密度関数
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が0であることを確認する。まず、式(6.68’)から、
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Gaussの発散定理
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を用いると、
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ここで、境界条件式(6.69)より、第1項は0となり、応力の対称性を考慮すると、
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ひずみ変位関係式(4.14)および線形弾性体の構成式(5.4)から、
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式(6.7)より、式(6.71)を得る。
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さて、式(6.7)から
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は非負であるから、式(6.71)が成り立つには、
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したがって、式(6.7)からわかるようにひずみ
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e

は0となる。ひずみが0となるためにはひずみ変位関係式(4.14)から明らかなように
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とならねばならない。これは
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と
[image: image188.wmf]i

u

が異なるというはじめの仮定に反する。したがって、解はひとつしか存在しないということができる。これをキルヒホフの解の唯一性の定理という。

仮想仕事の原理
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