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第8回　弾性力学ゼミ

担当者：山田研究室　修士1年　柳田将之

＜第8回の内容＞

　7．2次元問題

7.1．平面ひずみ

7.2．平面応力

7.3．平面ひずみ問題と平面応力問題との関連

　Appendix．A1：演習問題［7.1］
A2：Navierの方程式(弾性力学の基礎p67,§5.4)
　　　　　　 A3：式(7.22)から，式(7.23)への誘導
7.1．平面ひずみ(Plane strain)

　直角座標系x,y,zにおいて，変位ベクトルu = (ux,uy,uz)のうち，uzが任意の点で0であり，他の変位成分ux,uyはxとyの関数であるとき，平面ひずみ(または，平面変形)の状態にあるという．変位成分を数式的に書くと
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　第6章までは，添字にラテン文字(i,j,k…=1,2,3)を用いてきた．添字にギリシャ文字を採用する場合， = 1,2のみをとると定義する．

　ひずみ変位関係式は，式(7.1)を考慮し次式として書ける．
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　これらのひずみは，zに無関係である．
　応力ひずみ関係式(p63,式(5.45))は次式で表された．
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　式(7.2)を考慮した応力ひずみ関係式は次式となる．
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　ここで，=2であることに注意されたい．0でない応力成分は，
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となる．これらをひずみについて解くと次式を得る[1]．
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　式(7.4)から次式が導ける．
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　式(7.3b)に式(7.5b)を代入すると,次式のようにz方向応力をx,y方向応力で表すことができる
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　式(7.6)のように，z方向の変位は0でも，応力は生じることがわかる．

　次に，このような平面ひずみ状態は，どのような場合に生じるか考える．Fig.7.1のようなz方向に水平な母線を持ち，端面はz軸に垂直な柱体を考えた場合，側面の法線ベクトルnの成分nx,ny,nzは，式(7.7)となる．
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[1] 詳細な誘導は，付録1を参照．

　Cauchyの関係から，側面に作用する表面力は，
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　式(7.8)から，側面に作用する表面力のz方向成分は0で，x,y方向の表面力はzに依存しない(軸方向に変化しない)ことがわかる．また，端面の法線ベクトルnの成分nx,ny,nzは，端面がz軸に垂直であることから，式(7.9)となる．
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　端面に作用する表面力は，
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　よって，端面には面に垂直な力が，式(7.10)の分だけ作用する必要がある．
　一方，応力の平衡方程式(式(3.7))は，式(7.10)までを考慮すると次式となる．
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　式(7.11)は，①物体力の軸方向成分は0，②物体力のx,y方向の成分は軸方向に変化しないということを表している．
　次に，ひずみの適合条件式について考える．式(4.25)から，
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　式(7.12)のように，意味のあるひずみの適合条件式はx,yのみに関する1式のみである．さらにNavierの方程式[2](変位で表された方程式)を考える．応力ひずみ関係式(式(7.3))に，ひずみ変位関係式(式(7.2))を代入し，次式を得る．


[image: image22.wmf](

)

(

)

(

)

,

,

,

¶¶

æöæö

¶¶¶¶

æö

s=me+le+e=m++l+t=mg=m+

ç÷ç÷

ç÷

¶¶¶¶¶¶

èø

èøèø

¶¶¶

æöæö

¶

s=me+le+e=m++l+t=

ç÷ç÷

¶¶¶¶

èøèø

¶

æö

¶

s=le+e=l+t=

ç÷

¶¶

èø

yy

xxxx

xxxyxyxy

yyy

x

yyxyyz

y

x

zxyzx

uu

uuuu

xxxyyx

uuu

u

yyxy

u

u

xy

2

20

0


　式(a)を，応力の平衡方程式(式(3.7))に代入し，平面ひずみ状態におけるNavierの方程式を得る．第1式は，
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  第2式は，
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[2] Navierの方程式については，付録2参照．(弾性力学の基礎p67, §5.4)
　ここで，次を定義する．
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　式(b)に，式(7.14)を代入し，
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　ところで，端面に作用する軸方向力が，式(7.10)を満足しない場合，柱体は軸方向に変形するが，軸方向変位uzがx,yに無関係なら，式(7.15)が成立し，これは式(7.16)，変形前軸方向に垂直であった面が変形後も垂直であることを意味する．
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　式(7.16)が成立する場合の物体力を0とした軸方向のNavierの方程式は，
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　式(7.18)において，
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のとき，すなわち軸方向ひずみ率が0のときは，純粋な平面ひずみ状態となる．
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では平面ひずみ状態の解に，式(7.18)を加え合わせればよい．このように，kに関係なく，主な取り扱いは平面ひずみ状態と同じである．このような場合を広義の平面ひずみ状態(generalized plane strain state)という．
7.2．平面応力(plane stress)
　6個の応力成分x,y,z,xy,yz,zxのうち，
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が成り立つとき，その物体は平面応力状態(plane stress state)にあるという．このとき，式(5.45)の応力ひずみ関係式から，zは次式として求まる．
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　式(5.45)に，式(7.21)を用いると，平面応力状態における応力ひずみ関係式は次式のように表される．
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　式(7.22)を，ひずみについて解くと次式を得る[3]．
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 LINK Word.Document.8 "F:\\Documents and Settings\\yanagida\\デスクトップ\\第8回_1.doc" "OLE_LINK1" \a \r 
　式(7.23)のように，平面応力状態ではz方向応力は0であるが，軸方向のひずみzを生じることがわかる．これらから，応力の平衡方程式を考えると，
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　式(7.24)から，z方向の物体力は0でなければならない．次にNavierの方程式について考える．応力ひずみ関係式(式(7.22))に，ひずみ変位関係式(式(7.2))を代入し，次式を得る．
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　式(c)を，応力の平衡方程式(式(3.7))に代入し，平面応力状態におけるNavierの方程式を得る．第1式は，
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  第2式は，
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　式(d)に，式(7.14)を代入し，
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　式(7.25)が，平面応力状態におけるNavierの方程式である．
平面ひずみ状態では，軸方向(z軸方向)のNavierの方程式から，軸方向ひずみzが0のときは純粋な平面ひずみ状態であり，またzが何かしら0でない値を持つ場合でも，純粋な平面ひずみ状態に，式(7.18)を加え合わせればよかった．
次に，平面応力状態においてz軸方向のNavierの方程式が自動的に満たされることを示す(例7.1)．
［例7.1］式(5.57)のNavierの方程式の第3式は，平面応力のとき自動的に満たされることを示せ．
［解］
　平面応力状態において0応力である応力ひずみ関係式(yz,zx)について，
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　式(7.21)，式(7.14)から，

[image: image51.wmf](

)

(

)

(

)

¶

ll

e==-e+e=-

¶l+ml+m

z

zxy

u

e

z

1

22


　uzのラプラシアン
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は，式(e)，(f)を用いて，次式のように求められる．
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　よって，Navierの方程式は，軸方向(z方向)の物体力
[image: image56.wmf]=
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(式(7.24))を用いると，次のようになる．
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　式(i)のように，平面応力のときNavierの方程式(z方向)は，自動的に満足される．
　次に，平面応力状態におけるひずみの適合条件式について考える．平面ひずみ状態では，応力やひずみはx,yのみの関数であったが，平面応力状態ではzの関数でもある(一般化平面応力問題で述べる)．式(7.23)をp.46式(4.25)に用いて，平面応力状態におけるひずみの適合条件式を得るが，それらはzの関数であるため，平面ひずみ状態のように1本のみでなく6本の式となる．
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　Fig.7.2のような板厚hの十分小さな平板を考える．平面ひずみ状態と同様に，端面と側面の法線ベクトルnを考え，Cauchyの関係で表面力を求める．まず，端面については，法線ベクトルnの成分は，
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　また，平面応力状態の定義から，式(7.20)を満たしている必要があるので，これらをCauchyの関係に適用すると，次式が得られる．
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　式(7.27)のように，端面では表面力は0である．一方，側面では法線ベクトルnの成分は，
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　Chachyの関係に適用すれば，
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　よって，側面には面内力のみが作用する．側面の表面力(式(l))が，板の中央面(middle plane)に対し，対称に分布するなら，板には曲げを伴わない面内変形を受ける．しかし，生じる応力やひずみはzに依存する．板厚hが十分小さいならば，z方向の諸値の変化は小さいと考えれるので近似的にx,y平面の2次元問題とみなせる．このとき，式(7.26)の適合条件式のうち，次式のみを用いる．
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　一般化平面応力問題(generalized plane stress problem)(第9章で具体的に取り扱う)は，この考え方に基づく．端面で
[image: image64.wmf]s=s=s=
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，平板内部の全ての点で
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z
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と近似し，応力，ひずみ，変位を板厚の平均値として，式(7.28)として表す．
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　式(7.28)の諸量はzに対して独立となるため，2次元問題とみなせる．
7.3．平面ひずみ問題と平面応力問題の関連
　平面ひずみ状態は完全に2次元であり，平面応力状態は十分に薄い平板を考える場合，近似的に2次元とみなそうというものだった．本節では，両者の対比をする．Table.7.1に平面ひずみ問題と平面応力問題の関連を示す．Table.7.1から，次のことがわかる．

これらから，平面ひずみ問題におけるラーメ定数
[image: image67.wmf],
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と材料定数
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　と置き換えることで，平面応力の構成則，Navierの方程式が得られ，逆に平面応力の式において，平面ひずみの式が得られる．
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　平面ひずみ問題と平面応力問題は材料定数で表される部分を除くと全て同じ形式で書かれる．よって，これらの方程式を解きえ得られた境界値問題の解にも，同じ対応関係があるので，一方の解が得られれば，他方の解も得ることができる．
Table.7.1 平面ひずみ問題と平面応力問題の関連
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	平面応力問題
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	応力の平衡方程式
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	ひずみの適合条件式
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	Navierの方程式
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ただし，　
[image: image85.wmf],

¶

¶

¶¶

Ñ=+=+

¶¶

¶¶

y

x

u

u

e

xy

xy

22

2

11

22


Appendix
A1．演習問題［7.1］式(7.3)から，式(7.4)を誘導せよ．
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　以上の式から，証明する．まず，式(7.3b)で
[image: image89.wmf]a=b=x

とすれば，
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　式(A1.1)を，式(7.3b)に代入．
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　ここで，予備計算．式(5.50)を用いて，
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　式(A1.2)をx,y,xyについて展開し，式(A1.3)，(A1.4)を用いれば，
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A2．Navierの方程式について
　線形弾性体の境界値問題(boundary value problem)を解くためには，

① 3個の応力の平衡方程式，
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② 6個のひずみ変位関係式，
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③ 6個の応力ひずみ関係式

　　
[image: image98.wmf]s=me+lde

ijijijkk

2


を境界条件(力学的境界(mechanical boundary condition)，幾何学的境界(geometric boundary condition))のもとで解けばよい．このとき，変数は，
　　変位　：
[image: image99.wmf],,
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　　ひずみ：
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　　応力　：
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であるので，境界条件を与えれば，15本の式に対して変数が15個であることから，諸変数を求めることができる．
　Navierの方程式は，変位で表した平衡方程式である．まず，応力ひずみ関係式(式(5.45))に，ひずみ変位関係式を代入し，次式を得る．
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　次に，応力の平衡方程式(式(3.7))に，式(A2.1)を代入し，
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ここで，次を定義する．
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　よって，応力で表された平衡方程式は次のように変位で表すことができる．
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　式(5.57)を変位で表された平衡方程式，またはNavierの方程式という．
A3．式(7.22)から，式(7.23)への誘導
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　以上の式から証明する．まず，式(7.3b)で
[image: image110.wmf]a=b=x

とすれば，


[image: image111.wmf](

)

242

22

22223

xxxxxxrrrrrrrr

éù

lmml+m

s=me+de=m+e®e=s

êú

l+ml+mmm+l

ëû


　式(A2.1)を，式(7.22b)に代入．
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　ここで，予備計算．式(5.50)を用いて，
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　式(A2.2)をx,y,xyについて展開し，式(A2.3)，(A2.4)を用いれば，
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　ここで，
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　式(7.21)に，式(A2.7)，(A2.5)を用いれば，
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　式(A2.6)，式(A2.8)をまとめて，
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Fig.1 z軸に平行な母線を持つ柱体
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[3] 誘導については，付録3参照．
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Fig.7.2 x-y平面に置かれた薄肉平板
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○応力の平衡方程式，ひずみの適合条件式：平面ひずみ問題も平面応力問題も全く同じ式．





○構成則，Navierの方程式：平面ひずみ問題も平面応力問題も式の形自体は同じ．








ラーメ定数� EMBED Equation.DSMT4  ���と材料定数� EMBED Equation.DSMT4  ���などの定数が異なる．
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